Chapitre 4
Limites, continuité et dérivabilité

Dans ce chapitre, on revient sur la notion de fonction rencontrée au lycée, ainsi que sur les
notions de limite, de continuité et de dérivabilité.

I - Notion de fonction

a) Définitions

Définition 4.1. Soit U une partie de R. On appelle fonction de U a valeurs dans R un "objet
mathématique” qui associe & tout point x € U une valeur f(xz) € R ow :

— en général U est un intervalle ou une réunion d’intervalles et est appelé le domaine de
définition de f ;
— Uélément f(x) € R associé a x € U par la fonction f est appelé 'image de x par f ;

— siy €R, un réel x € U tel que f(x) =y est appelé un antécédent de y par f.

Notation. Pour définir une fonction, nous utilisons la notation suivante :

f:U—R
z— f(x)
ou lorsque 'ensemble U est clair, la notation f : z —— f(x).
#1 Exercice 4.1. On considére la fonction cube :
fR—R
T — .

1. Déterminer 'image de 2 par f.

2. Déterminer un antécédent de —27 par f.

#1 Exercice 4.2. On considére la fonction carré :
f:R—R

.Z"—>.Z‘2.
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1. —1 admet-il un ou des antécédent(s) par f?

2. 0 admet-il un ou des antécédent(s) par f?

3. 1 admet-il un ou des antécédent(s) par f?

Définition 4.2. Soit U une partie de R, soit f : U — R une fonction. La courbe représentative
de f (ou le graphe de f), notée 4, est l’ensemble des points de coordonnées (z, f(x)) avec x € U,
autrement dit :

Y ={(z,f(z)) |z U}

#1 Exercice 4.3. On considére la fonction inverse :

Déterminer son graphe.
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b) Restrictions et prolongements

Définition 4.3. Soit f: U — R une fonction et soit U’ C U. On appelle restriction de f o U’
la fonction, notée f| , :

f|U, U — R

#1 Exercice 4.4. On considére la fonction carré :
ffR—R

$P—)ZL'2

dont le graphe est représenté ci-dessous :

Déterminer le graphe de la fonction f, (0400("
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Définition 4.4. Soit f : U — R une fonction et soit U’ un ensemble tel que U C U’. On appelle
prolongement de f a U’ toute fonction g: U" — R telle que g, = f.

#1 Exercice 4.5. On considére la fonction :

f:[0, 400 —R
T — 2

Cette fonction admet pour prolongement & R la fonction :

g:R— R
{1132 si z € [0, 400]
T — .
1 sinon.
Représenter le graphe de g.
................... T
................... 6l . ..
................... 5lo. .
................... 4l .
................... 3o
................... ol o
................... L O
0.
4 3 2 1 0 1 2 3 4

& Remarque 4.1.

— Une restriction revient a « couper » le graphe pour n’en garder qu’une partie, alors qu’un
prolongement est une extension du graphe par des points choisis arbitrairement.

— Il n’y pas unicité du prolongement d’une fonction.

c) Image directe et image réciproque

Définition 4.5. Soit f : U — R une fonction.
1. Si AC U, on appelle image (directe) de A par f Uensemble :

fA) ={f(z) |z € A}.

2. L’image directe de U par f, f(U), est appelée ensemble d’arrivée de la fonction f.

8. Si B C R, on appelle image réciproque de B par f l’ensemble :

f71(B)={z U] f(z) € B}.

& Remarque 4.2.
— Siy eR, f~1({y}) est 'ensemble des antécédents de y par la fonction f.

— Deux fonctions sont considérées comme égales lorsqu’elles ont méme ensemble de définition,
méme ensemble d’arrivée et méme graphe.
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#1 Exercice 4.6. On considére la fonction carré :
ffR—R

SC’—)SC2.

1. Déterminer son ensemble d’arrivée.

2. Déterminer f~1({4}) et f=1([0,4]).

3. Déterminer f({—2,2}) et f([-3,3]).

d) Opérations sur les fonctions

Définition 4.6. Soient f,g: U — R deux fonctions définies sur un méme ensemble U C R.

1. La somme de f et g est la fonction :

f+g9g:U—R
z— f(x) + g(x).

2. Le produit de [ par g est la fonction :

fxg:U—R
z— f(x) x g(x).

3. Le quotient de f par g est la fonction :

i:U—)R
g
f@)
T g(@)

en supposant que VYx € U, g(x) # 0.

4. Si Uensemble d’arrivée de la fonction f est inclus dans 'ensemble de définition de la fonction
g, on peut définir la composée de g par f par :

gof:U—R
x+— g(f(x)).
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#1 Exercice 4.7.

1. On considére la fonction carré et la fonction racine carrée :
f:R—[0,400] g : [0, +oo[ — [0, +00]
T — x? A

La composée de g par f est-elle bien définie ? Si oui, déterminer g o f.

2. On considére la fonction racine carrée, notée g, et la fonction linéaire suivante :
ffR—R
T — —T.

La composée de g par f est-elle bien définie ? Si oui, déterminer g o f.

& Remarque 4.3. Il faut faire attention au sens de composition.
#1 Exercice 4.8. On considére les fonctions :
ffR—R g: R —[0,4+00]
rr—ax+1 x — 22

1. La composée de g par f est-elle bien définie ? Si oui, déterminer g o f.

2. La composée de f par g est-elle bien définie 7 Si oui, déterminer f o g.
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On remarque que les fonctions f o g et g o f ne sont pas égales.

Définition 4.7. Soient f,g: U — R deux fonctions avec U C R. On dit que f est inférieure
ou égale a g, noté f < g, si:

Ve e U, f(z) < g(x).

& Remarque 4.4.

— On définit de maniére analogue les relations >, < et >.

— f < g sile graphe de f est en-dessous du graphe de g.

#1 Exercice 4.9. On considére les fonctions carré, identité et racine carrée définies ainsi :

f:R — [0, +o0] g:R—R h : [0, 400 — [0, +00]

x— 2 Tr—x x — .

1. Comparer f, g et h sur [0,1].

2. Comparer f, g et h sur [1, +00l.
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e) Fonctions bornées

Définition 4.8. Soit f : U — R une fonction avec U C R.
1. On dit que f est magjorée sur U si : AM e R, Vx € U, f(z) < M.
2. On dit que [ est minorée sur U si : Im € R, Vo € U, f(x) > m.

8. On dit que f est bornée sur U si elle est majorée et minorée sur U, i.e.

IM e Ry, Vz € U, |f(z)] < M.

#1 Exercice 4.10.

1. Soit f la fonction carré. Est-elle bornée ?

2. La restriction f|, , de la fonction carré a [0,1] est-elle bornée ?

3. Soit g la fonction inverse. Est-elle bornée ?
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4. La restriction /I de la fonction inverse & |—oo, —1] est-elle bornée ?

f) Monotonie

Définition 4.9. Soit f : U — R une fonction avec U C R. Soit U' C U.
1. On dit que [ est croissante (respectivement strictement croissante) sur U’ si :

Vo,y e U, (v <y) = (f(x) < f(y)) (respectivement (z < y) = (f(z) < f(y)))-
2. On dit que | est décroissante (respectivement strictement décroissante) sur U’ si :
Yo,y €U’ (x <y) = (f(x) > f(y)) (respectivement (x < y) = (f(z) > f(y)))-

3. On dit que f est monotone (respectivement strictement monotone) sur U’ si f est crois-
sante (respectivement strictement croissante) sur U’ ou décroissante (respectivement stricte-

ment décroissante) sur U’.

#1 Exercice 4.11. Déterminer la monotonie des fonctions suivantes.

1. La fonction racine carrée :

f:]0,400[ — [0, +00]

z— T
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2. La fonction exponentielle :

exp : R — 10, +00]
x — exp(x)

3. La fonction logarithme :

In:]0, 400 — R
x — In(z)

4. La fonction carré :

f:R — [0, +o0]

.T’—)ZEQ

g) Parité et périodicité

Définition 4.10. Soit I un intervalle de R tel que Vo € I, —x € I. Soit f : I — R une fonction.
1. On dit que f est paire sur I si : Ve €1, f(—z) = f(x).
2. On dit que f est impaire sur I si:Vx €1, f(—z) = —f(x).

& Remarque 4.5. Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport & I’axe des ordonnées
et celui d’une fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine.

#) Exercice 4.12.
1. La fonction carré et la fonction cube sont définies par :

f R —[0,400] g:R— R

ZC’—>1‘2 .Z"—)ZEg.
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Déterminer la parité de ces fonctions.

2. La fonction cosinus et la fonction sinus sont définies ainsi :

cos: R — [—1,1]
x — cos(x)

sin: R — [—1,1]
x — sin(z).

Déterminer la parité de ces fonctions.

périodique de période T'.

Définition 4.11. Soit f : R — R une fonction et soit T > 0 un nombre réel. La fonction f est
dite périodique de période T si :Vr e R, f(x +T) = f(x).
Soit Ty > 0. On dit que Ty est la période de f si Ty est le plus petit réel T > 0 pour lequel f est

¥ Remarque 4.6. Le graphe d’une fonction périodique de période T est invariant par translation

- =
de vecteur T i ou ¢ = <(1)>
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#1 Exercice 4.13. Les fonctions cosinus et sinus sont-elles périodiques ? Si oui, déterminer une
période pour ces fonctions.

¥ Remarque 4.7. L’étude de la parité et de la périodicité d’une fonction permet de réduire le
domaine d’étude de la fonction & un intervalle qui est plus petit que le domaine de définition.

IT - Limites

a) Définitions de limites

Notation. Soit I un intervalle de R d’extrémités a,b € R. On note :
— I =1U{a,b} CR;
— I=1I\{a,b} CR.

#1 Exercice 4.14. Déterminer les intervalles suivants.

(o)

PN
1. 70,2]
2. [0, +o0]

Désormais dans la suite du chapitre I désigne un intervalle de R différent de I’ensemble vide et
non réduit & un singleton.

i) Limite en un point

Définition 4.12. Soit f : I — R. Soit 29 € INR et soit £ € R. On dit que f(x) tend vers !
quand x tend vers xg si :

¥e>0,36 > 0,Vz € I, (|z — 20| < 6) = (|f(z) — (| <e).

On note lim f(z) =€ ou f(z) —— L.

Tr—To Tr—xo
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Comment lire la définition quantifiée. On peut lire la définition de droite a gauche de la
fagon suivante :

— |f(z) — £] < ¢ signifie que I'écart entre f(x) et £ est inférieur ou égal a ¢

— (|l — x| < 0) = (|f(x) — £] < ¢) signifie que si 'écart entre x et xg est inférieur ou égal a 4,
alors l'écart entre f(x) et £ est inférieur ou égal a ¢

— Vzel,(|z— x| <0)= (|f(x) — £ < e) signifie que pour tout = dans I, si ’écart entre x et
xo est inférieur ou égal a ¢ alors écart entre f(z) et £ est inférieur ou égal a ¢;

— 35 > 0,Vz € I,(Jzr —z0] <) = (|f(x) —¥¢| < e) signifie qu’il existe un réel strictement
positif ¢ tel que pour tout = dans I, si I'écart entre x et x( est inférieur ou égal a § alors
Décart entre f(x) et £ est inférieur ou égal a ¢

— Ve > 0,30 > 0,Vzx € I,(Jz — o] <9) = (|f(x) — £] <€) signifie que quel que soit le réel
strictement positif € donné, il existe un réel strictement positif ¢ tel que pour tout x dans I,
si Pécart entre = et o est inférieur ou égal & § alors ’écart entre f(z) et £ est inférieur ou
égal & €.

Autrement dit, quel que soit la précision € donnée, il existe un réel strictement positif § tel que
pour tout x dans I, si la distance entre x et zg est inférieure ou égale & §, alors la distance entre
f(z) et € est inférieure ou égale a ¢.

Autrement dit, quel que soit la précision ¢ donnée, il existe un réel strictement positif ¢ tel que
lorsque x appartient a lintervalle [xg — §, 29 + d], f(x) appartient & Vintervalle [£ — e, £ + €].

........ 4/
....... 3
BN Supwe
..... b )
2 -1 0 1 :1702

#1 Exercice 4.15. On considére la fonction cube :

f:R—R

.’L')—>.Z'3.

Mountrer que f(z) tend vers 0 quand x tend vers 0 en utilisant la définition de limite.
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Définition 4.13. Soit f : I — R. Soit zo € INR.

1. On dit que f(x) tend vers +oo quand z tend vers xg i :
YM e R,36 > 0,Vz € I, (|Jx — xo| < 6) = (f(z) > M).
2. On dit que f(z) tend vers —oco quand = tend vers xq si :
YmeR,35 > 0,Vx € I, (|lx —xo| <0) = (f(z) <m).

On note lim f(x) = +o00 ou f(x) —— 400 et lim f(z) = —o0 ou f(z) —— —o0.
T—rT0o Tr—rT0o r—rxo r—rx0o

Comment lire la définition quantifiée de f(z) tend vers +oo quand z tend vers 5. On
peut lire la définition de droite & gauche de la facon suivante :
— f(x) > M signifie que f(z) est supérieur ou égal & M ;
— (|l — x| <90) = (f(z) > M) signifie que si Pécart entre = et x est inférieur ou égal a 4,
alors f(x) est supérieur ou égal a M ;
— Vz el,(|lx —xo| <0) = (f(x) > M) signifie que pour tout = dans I, si ’écart entre z et xg
est inférieur ou égal a § alors f(z) est supérieur ou égal a M ;
— 35 > 0,Vz € I, (Jx — 20| <) = (f(z) > M) signifie qu’il existe un réel strictement positif
d tel que pour tout = dans I, si I'écart entre x et x( est inférieur ou égal a ¢ alors f(x) est
supérieur ou égal a M ;
— VM € R,30 > 0,V € I,(|Jxr — x| <9) = (f(z) > M) signifie que quel que soit le réel M
donné, il existe un réel strictement positif d tel que pour tout = dans I, si ’écart entre = et
xo est inférieur ou égal a ¢ alors f(x) est supérieur ou égal & M.

Autrement dit, quel que soit le réel M donné, il existe un réel strictement positif § tel que pour
tout = dans I, si la distance entre x et x¢ est inférieure ou égale a §, alors f(x) est supérieur ou
égal & M.

Autrement dit, quel que soit le réel M donné, il existe un réel strictement positif d tel que lorsque
x appartient a Uintervalle [x¢ — §, z9 + 0], f(x) appartient & I'intervalle [M, +oo.

& Remarque 4.8. De la méme fagon, la définition quantifiée de f(z) tend vers —oco quand x
tend vers x( se lit de la facon suivante : quel que soit le réel m donné, il existe un réel strictement
positif ¢ tel que si la distance entre x et z¢ est inférieure ou égale a §, alors f(x) est inférieur ou
égal & m.

#1 Exercice 4.16. On considére la fonction :
fR* — R}

1
X

Montrer que f(x) tend vers 400 quand z tend vers 0 en utilisant la définition de limite.
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ii) Limite en ’infini

Définition 4.14. Soit f : I — R une fonction.
1. Soit L € R.
(a) On dit que f(z) tend vers { quand z tend vers +oo si :

Ve>0,IM e R Vz eI, (x > M) = (|f(z) - ¢ <e).
(b) On dit que f(x) tend vers ¢ quand x tend vers —oo si :
Ve>0,I9meR Ve el,(x <m)= (|f(z) -4 <e).
On note Igl}rloof(x) =/ ou f(x) — let Igrfloof(x) =/ ou f(x) — L.
2. (a) On dit que f(x) tend vers +o0o quand x tend vers +oo si :
VM eR,IReR,Vz € I,(z > R) = (f(z) > M).
(b) On dit que f(x) tend vers +oo quand = tend vers —oo si :
VM eR,ImeR, Ve eI, (x <m)= (f(x) > M).
(c) On dit que f(x) tend vers —oo quand = tend vers —oo si :
YmeR,IreR Ve el,(xz<r)= (f(x) <m).
(d) On dit que f(z) tend vers —oco quand x tend vers +oo si :
VmeR,IAM e R,Vx € I, (x > M) = (f(x) <m).

On note zgriloof(x) = 400 ou f(x) P —+00, zBIEloof(I) = 400 ou f(x) o 10

zgglwf(x) = —00 ou f(x) — et mgrfwf(x) = —00 ou f(x) o

Comment lire la définition quantifiée de f(z) tend vers ¢ quand x tend vers —co. Oun
peut lire la définition de droite a gauche de la facon suivante :

— |f(z) — £] < ¢ signifie que I'écart entre f(x) et £ est inférieur ou égal a ¢

— (x <m) = (|f(z) — £] < ¢) signifie que si z est inférieur ou égal & m, alors ’écart entre f(x)
et £ est inférieur ou égal a ¢;
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— Ve el,(x <m)= (|f(z) — ¥ < e) signifie que pour tout = dans I, si x est inférieur ou égal
a m, alors I'écart entre f(x) et £ est inférieur ou égal a ¢

— Im e RVz e I,(x <m)= (|f(x) — ¥ < e) signifie qu’il existe un réel m tel que pour tout
x dans 1, si x est inférieur ou égal & m, alors 'écart entre f(z) et £ est inférieur ou égal a

— Ve>0,Im e R,Vz € I,(x <m) = (|f(z) — ] < ¢) signifie que quel que soit le réel stricte-
ment positif € donné, il existe un réel m tel que pour tout x dans I, si x est inférieur ou égal
a m, alors 'écart entre f(x) et £ est inférieur ou égal a e.

Autrement dit, quel que soit le réel strictement positif € donné, il existe un réel m tel que pour
tout  dans 1, si z est inférieur ou égal & m, alors la distance entre f(x) et £ est inférieure ou égale
ac.

Autrement dit, quel que soit le réel strictement positif € donné, il existe un réel m tel que lorsque
x appartient a l'intervalle |—oo, m|, f(x) appartient a Uintervalle [¢ — e, ¢ + ¢].

Comment lire la définition quantifiée de f(z) tend vers +oo quand z tend vers —oo.
On peut lire la définition de droite & gauche de la fagon suivante :
— f(x) > M signifie que f(z) est supérieur ou égal & M ;
— (x <m) = (f(x) > M) signifie que si z est inférieur ou égal a m, alors f(x) est supérieur ou
égal & M ;
— Vz e I,(x <m) = (f(x) > M) signifie que pour tout x dans I, si x est inférieur ou égal a
m, alors f(x) est supérieur ou égal & M ;
— Im e RVz € I,(x <m) = (f(x) > M) signifie qu’il existe un réel m tel que pour tout x
dans I, si x est inférieur ou égal & m, alors f(x) est supérieur ou égal & M ;
— VM eR,Im e R,Vx € I, (x < m) = (f(z) > M) signifie que quel que soit le réel M donné,
il existe un réel m tel que pour tout x dans I, si x est inférieur ou égal a m, alors f(z) est
supérieur ou égal a M.

Autrement dit, quel que soit le réel M donné, il existe un réel m tel que lorsque = appartient
a Pintervalle |—oo, m], f(x) appartient a I'intervalle [M, +oo.
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#1 Exercice 4.17.

1. On considére la fonction exponentielle :

exp: R — 10, +00[
x — exp(x).

Montrer que hlf exp(x) = +oo en utilisant la définition de limite.
T—r—+00

2. On considére la fonction carré :
f:R— [0, +00]
x— 2.

Montrer que lim 2 = 400 et que lim 22 = 400 en utilisant la définition de limite.
T—r+00 T——00
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b) Unicité de la limite

|Pr0positi0n 4.1. La limite d’une fonction en un point, lorsqu’elle existe, est unique.

Démonstration. Soit f: I — R une fonction. On effectue la démonstration de la proposition dans
le cas o la limite est un réel £ en un point réel xy. Les autres cas se traitent de la méme fagon.
On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe ¢1, ¢5 € R tels que f(z) m 4, f(x) m Ly
et 61 7& 62.

Comme £ # {5, alors |{; — £a] > 0.

Comme f(x) ;;f £y, alors par définition de limite :

De méme, comme f(x) —— {5, alors :
T—T0o

Soit £ > 0, on pose §y = max ({4, d'}), alors Va € T tel que |x — 29| < dp, on a :

Comme l'inégalité ci-dessus est vraie pour tout nombre réel strictement positif e, quelle valeur de
€ peut-on choisir pour conclure la démonstration ?

c) Voisinages

Afin de pouvoir énoncer de maniére concise certaines des propriétés qui suivent, nous avons
besoin d’introduire la notion de voisinage d’un point a de la droite réelle achevée.
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Définition 4.15. Soit a € R = RU{—00, +00}. On appelle voisinage de a tout ensemble de la
forme :

— [a—d,a+ 0] avec § >0 sia € R;
— [M,+oo] avec M € R sia = +o00;

— |—o00,m] avec m € R si a = —o0.
[ | 1 [ ]
L ! J L J
a—9 a a+9 M m
Voisinage d’un réel a. Voisinage de +o0. Voisinage de —oo.

Notation. Pour a € R, on note #(a) 'ensemble des voisinages de a.

#1 Exercice 4.18.

1. Donner un exemple de voisinage de 0.

2. Donner un exemple de voisinage de +o0.

Proposition 4.2. Soit a € R.

1. L’intersection de deux voisinages de a est un voisinage de a.

2.
_J{a} siaeR;
N v-{;

sinon.
Ve (a)

Démonstration. Soit a € R.
+* Montrons le premier point. On distingue trois cas.

— Cas 1:a€R. Soient V.V’ € ¥(a), alors il existe 6 > 0 et ' > 0 tels que V = [a — J,a + J]
et V! =[a—0',a+ ¢']. Ainsi en posant 0o = min({d,d’}), on a :

Vﬁvli[af(so,G,ﬁ*éo].

Donc VNV’ € ¥(a).

— Cas 2 : a = 4o0. Soient V, V' € ¥ (a), alors il existe M € Ret M’ € R tels que V = [M, +o00[
et V! =[M’, +oo]. Ainsi en posant My = max({M,M’}), on a :

VNV =My, +ool.

Donc VNV’ € ¥(a).

— Cas 3 :a = —o0. Soient V, V' € ¥(a), alors il existe m € R et m’ € R tels que V = |—o0, m]
et V! =]—o00,m’]. Ainsi en posant mo = min({m,m’}), on a :

VNV =]-o0,my).

Donc VNV’ € ¥(a).
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* Montrons le second point. On distingue également trois cas selon si a € R, a = +00 ou a = —oc0
et on remarque que dans ces trois cas l'inclusion (D) est évidente. Montrons I'inclusion (C) dans
ces trois cas.

— Casl:a€eR Soitze () V,alorsVd >0,z € [a—d,a+ J], autrement dit :
vey(a)

V8> 0,|x —al <o.

Donc |z—a| est un minorant de I'ensemble R . L’ensemble des minorants de R* est I'ensemble
R_ dont le maximum est 0, donc |z — a| < 0.
Ainsiz=aet () V C{a}.
vev(a)
— Cas 2 : a = +o0o. On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe = € N V.
Vey (+o0)
Comme z € R, alors IM € R tel que M > z et donc z ¢ [M, 400 ce qui est absurde car
[M,+oc[ € ¥(+00). Donc () V0.
Ve (+o0)
— Cas 3 : a = —o0. Ce cas se traite de la méme fagon que le cas 2.

|

Proposition 4.3 (Séparation de R). Soient a,b € R distincts, alors il existe V. € ¥(a) et
W € ¥ (b) tels que VNOW = 0.

¥ Remarque 4.9. Cette proposition signifie qu’étant donné deux points distincts de la droite
réelle achevée, on peut trouver deux voisinages de ces points qui ne se rencontrent pas. On dit que
R est séparé.

Démonstration. Soient a,b € R distincts. Démontrons la proposition dans le cas ot a, b € R.

|

Définition 4.16. Soit P une assertion dépendant d’une variable x € R et soit a € R. On dit que
P(z) est vraie au voisinage de a si :

IV € ¥(a),Vx € V, P(x).

I Exemple 4.1.
1

— (La fonction & — 2 est une fonction décroissante) est une assertion vraie au voisinage de
—12 car cette assertion est vraie sur [—24,0] € ¥ (—12).

— (:c2 < 1) est une assertion vraie au voisinage de 0 car cette assertion est vraie sur {
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#1 Exercice 4.19.

1. Soit f: I —» R une fonction. Soit 2o € I NR. Ecrire a I’aide de quantificateurs la phrase :
f est bornée au voisinage de x.

2. Soient f,g : I — R deux fonctions. Ecrire a l'aide de quantificateurs la phrase : f < g au
voisinage de +oo.

¥ Remarque 4.10. On peut utiliser les voisinages pour définir la notion de limite d’une fonction
sans avoir a distinguer les cas ot la limite est réelle ou pas en un point réel ou pas.

Soit 2y € R et soit £ € R. On dit qu’une fonction f : I — R tend vers ¢ quand z tend vers
xo lorsque :

YV e ¥ (),IW € ¥ (xo), fIWNI)CV

ou f(WnNI)CV signifie Ve e WNI, f(z) € V.
Cette définition se lit de la fagon suivante : pour tout voisinage V de ¢, il existe un voisinage W de
xo tel que pour tout x appartenant a l'intersection de W et de I, f(x) appartient au voisinage V.

d) Limite et caractére borné

Proposition 4.4. Soit f : I — R une fonction et soit xog € I. Si f admet une limite réelle en
xg, alors f est bornée au voisinage de xq.

Démonstration. Soit f: I — R une fonction et soit xy € I tels que f admet une limite réelle en
xo qu'on note £. On effectue la démonstration dans le cas ot zg € R (on procede de la méme fagon
dans le cas ol g = +00). D’aprés la définition de limite :

Autrement dit en utilisant la proposition 1.11 :
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e) Opérations sur les limites

Dans cette partie, on rappelle les résultats sur les opérations sur les limites.

Proposition 4.5. Soient f,g : I — R, soit g € I, soit A € R, soient £,0' € R tels que
f(x) —— € et g(a) —— ¥/, alors sauf cas d’indétermination :
T—T0 T—T0o

x xo
2. Af(z) —— NS
r—rxo
3. f(z) x gla) —— £ x V' ;
r—rx0o
1 1

— -

4. sil#0, F(@) ooa0 1

Démonstration. Soient f,g : I — R, soit o € I, soient £,/ € R tels que f(r) — £ et
Tr—T0

g(z) —— ¢'. Nous allons démontrer le premier point de la proposition dans le cas ou ¢,¢' € R et
Tr—>To

To € INR.
Comme f(x) — ¢, alors par définition :
Tr—rTo

Comme g(z) — ¢', alors par définition :
T—T0

Soit £ > 0, on pose §y = max ({4, d'}), alors Va € T tel que |x — 29| < dp, on a :

Ainsi, on a montré que :
Ve > 0,300 > 0,Vz € I, (|z — 20| < o) = (|(f(z) +g(x)) — (£ + )| < 2¢).

En posant €’ = 2¢, on en déduit que :

Les autres points se démontrent de la méme facon et en effectuant des disjonctions de cas en
fonction de xg, de £ et de £'. |
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#1 Exercice 4.20. Déterminer la limite de chacune des fonctions suivantes.

1
1. lim (—2 — 1) x2.
r— 400 €T

Proposition 4.6. Soient I et J deuz intervalles de R. Soient o € I, b € J, £ € R. Soient
f:I—Retg:J— R deuzx fonctions telles que :
- f(I) cJ ;

y—b

alors go f(x) —— L.

Tr—xo

Démonstration. Soient I et J deux intervalles de R. Soient zg € I, b € J, £ € R. Soient f : I — R
et g : J — R deux fonctions telles que f(I) C J, f(z) —— b et g(y) — L.
T—TQ y—

On effectue la démonstration dans le cas ot zp € INR, b€ JNR et £ € R.
Comme f(x) — b, alors par définition :
Tr—xo

Ve > 0,30 > 0,Vo € I, (|z — x| <0) = (|f(x) —b| <e). (4.1)
Comme g(y) — ¢, alors par définition :
Yy—r
Ve > 0,38 >0,Vy € J,(Jy—b| < &) = (|gy) — | <e).

Comme f(I) C J, alors en particulier, on a :

Ve > 0,36 >0,Ve € I,(|f(z) —b| < &) = (lg(f(x)) — ¢ <e). (4.2)
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La phrase quantifiée (4.1) est vraie pour tout réel strictement positif €, en particulier, elle est vraie
en posant € = 0’ et dans ce cas, elle se réécrit :

35 > 0,Vx € I,(Jz — x| < 8) = (|f(x) —b] < §).
Or d’aprés la phrase (4.2) :
(If (@) =0l <6) = (lg(f(2)) — ] <€)
Donc en combinant les deux phrases quantifiées, on a :
Ve > 0,30 >0,V € I, (|l —xo] <9) = (|lg(f(z)) — £ <e).

Ainsi g(f(z)) —— £. |

r—rx0o
#1 Exercice 4.21. On considére la fonction :

u:R* — R

1
T — sin (—) .
T

Montrer que u(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo.

f) Limites et ordre

Proposition 4.7. Soient f,g : I — R, soit zq € I, soient {,{' € R tels que f(x) — { et

Tr—xo
g(x) —— 0. Si f < g au voisinage de xg, alors £ < (.
Tr—>T0o

Démonstration. Soient f,g : I — R, soit 29 € T, soient £,/ € R tels que f(r) —— £ et
Tr—>To
g(z) —— ¢'. On effectue la démonstration dans le cas ot zp € R et £, ¢ € R.
Tr—To

L’hypothése f < g au voisinage de xg peut s’écrire de la fagon suivante :

Ce qui se réécrit aussi :

78



Calculus renforcé PCm-+, LDD GP, LDD PC, LDD STAPS-SPI

Comme f(x) —— ¢, alors par définition :
r—rx0o

Autrement dit, en utilisant la proposition 1.11, on a :

De méme comme g(z) —— ¢, on a :
r—rx0o

Soit € > 0, on pose g = max ({d, d1,02}), alors Vo € I tel que |z — zo| < dp, on a :

O

& Remarque 4.11. Il n’existe pas de résultat analogue avec des inégalités strictes. Par exemple
si on consideére les fonctions :

f:R— R g:R—R
T— r+—x+ 1.

Vz € R, f(z) < g(z) et pourtant lim f(z) n’est pas strictement inférieure & lim g¢(z) puisque
r——+00 r——+00

ces limites sont égales.

Proposition 4.8 (Théoréme des gendarmes). Soient f,g,h: I — R, soit xg € I, soit £ € R tels
que f(x) —— L et h(x) —— L. Si f < g < h au voisinage de xq, alors g(x) — L.
T—To T—xTo T—T0

Démonstration. Soient f,g,h : I — R, soit mp € I, soit £ € R tels que f(x) — £ et

Tr—To
h(x) — £. On effectue la démonstration dans le cas ot zp € Ret £ € R.
r—rx0o

L’hypothése f < g < h au voisinage de zg peut s’écrire de la facon suivante :
3> 0,2 € I, (Jz — 20 < 6) = (f(z) < g(2) < h(x)).

Comme f(x) —— ¢, alors par définition :
T—x0

Ve > 0,301 > 0,Ve € I, (|lx — x| < 01) = (|f(z) — ¢ <e).
Autrement dit, en utilisant la proposition 1.11, on a :

Ve >0,361 >0,Vz eI, (|lz —xo| <01) = (L—e < flx) <l+e).
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De méme comme h(z) —— ¢, on a :
r—rx0o

Ve > 0,302 >0,Ve €I, (Jx —xo| < d2) => (L—e< h(zx)<Ll+e).
Soit € > 0, on pose 0y = max ({9, d1,02}), alors Va € I tel que |z — xo| < dp, on a :
(—e< f(z) <g(z) <h(x) <l+e.
Autrement dit, on a :

Ve > 0,300 > 0,Va € I, (| — zo| < dp) = (Jg(z) — 4] < e).

Donc g(z) —— ¢. O
Tr—xT0
. sin(z)
#1 Exercice 4.22. Montrer que —s 0.
x r——400

Proposition 4.9 (Théoréme de divergence par minoration et de divergence par majoration).
Soient f,g: I — R, soit xg € I. On suppose que f < g au voisinage de xq.

1. Si f(x) —— +o0, alors g(x) —— +o0o (Théoréme de divergence par minoration).
T—xo T—>To

2. Sig(x) —— —o0, alors f(x) —— —oo (Théoréme de divergence par majoration).
T—To T—To

Démonstration. Soient f,g: I — R, soit zg € 1. On suppose que f < g au voisinage de zy. On
effectue la démonstration dans le cas ott xy € R. Dans ce cas, I’hypothése f < g au voisinage de
To s’écrit :

36 > 0,Ve e I, (|Jx — 20l <6) = (f(z) < g(a)).

* Montrons le premier point. Comme f(x) —— 400, alors par définition :
r—rxo

Soit € > 0, on pose 63 = max ({9, d1}), alors Vo € I tel que |z — 2| < J, on a :

Ainsi :

* Le second point se démontre de la méme facon. O
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#1 Exercice 4.23. On considére la fonction :
f:R—R
2

x — sin(z) + z°.

Détermi li .
éterminer lim f(x)

& Remarque 4.12. On rappelle que les fonctions cosinus et sinus n’ont pas de limite en +oo et
en —oo comme nous le verrons dans la partie suivante.

g) Caractérisation séquentielle de la limite

Pour énoncer la caractérisation séquentielle de la limite, nous avons besoin de la notion de
suites numériques dont on rappelle la définition.

Définition 4.17. On appelle suite numérique a valeurs réelles toute fonction u définie sur
{n eN|n>mno} avaleurs dans R ot ng € N est appelé rang initial de la suite.

Notation.
— La suite u peut étre notée (tn)n>n, ou simplement (uy )y si ng = 0.

— Ses termes u(n) pour n > ng peuvent &tre notés uy,.

Proposition 4.10. Soit f : [ — R, soit zg € I et soit £ € R. f(x) — ¢ si et seulement si

Tr—xo

pour toute suite (un)n qui tend vers xo, la suite (f(un))n tend vers £.

Démonstration. Nous admettons cette proposition. Pour la démontrer, nous avons besoin de la
définition quantifiée de limite d’une suite que nous n’avons pas vu. O

¥ Remarque 4.13. Cette caractérisation séquentielle de la limite nous servira principalement a
démontrer qu’une fonction n’admet pas de limite en un certain zg € I.

#1 Exercice 4.24. Montrer que la fonction sinus n’admet pas de limite en +oo.
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h) Limites directionnelles

Définition 4.18. Soit f : I — R une fonction et soit xo € 1.
1. Sixzg #inf(I), on appelle limite a gauche de f en xo la quantité (si elle existe) :

li i li .
Jm fioy Lo (@),  onla note Jim f@) ou lim  f(z)

2. Sixzg # sup(l), on appelle limite a droite de f en xg la quantité (si elle existe) :

2l li .
on la note : lim f(z) ou pam f(z)

zhjgo f'Iﬂ]mo,+oc[($) ) o
0

#1 Exercice 4.25. On considére la fonction inverse :
f:R* — R*

1
T —.
T

1 1
Déterminer lim — et lim — et vérifier que le résultat obtenu est cohérent avec le graphe de f.
z—0— T z—0t T

al oo L S . .

Proposition 4.11. Soit f : I — R une fonction. Soit x¢ € I. f admet une limite en xq si et
seulement si f admet une limite & gauche et une limite & droite en xo qui sont égales & f(xg).

Démonstration. Soit f : I — R une fonction. Soit zg € I. Nous allons démontrer deux implica-

tions.

(=) Supposons que f admet une limite en xg, alors lim f(z) existe, notons-1a ¢. Par définition,
Tr—rTo

des limites a gauche et a droite, on en déduit que f admet une limite & gauche en xy qui vaut £ et
qu’elle admet une limite a droite en zp qui vaut aussi £. En posant £ = f(xg), on a le résultat.
(<) Supposons que f admet une limite & gauche et une limite a droite xo et que ces limites sont
égales & f(xp). Comme f admet une limite & gauche en xz( égale & f(zo), alors par définition :

Ve > 0,30; > 0,Ve € I N]—o0, o[, (|2 — 20| < 1) = (|f(z) — f(20)| < €).
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Autrement dit :
Ve > 0,361 > 0,Va € I N]—o0,x0[, (z € [xo — 01,20 + 61]) = (|f(z) — f(x0)] < &)

ce qui se réécrit :

Ve > 0,30, > 0,Vz € I, (z € [xo — 01, 20]) = (|f(z) — f(zo)| < e).
De méme comme f admet une limite a droite en xg égale & f(x(), alors on a :

Ve > 0,302 > 0,Vx € I, (x € 1o, 70 + 62]) = (|f(x) — f(z0)| < ).
Soit € > 0, on pose ¢ = min ({J1,d2}), alors Vo € I, on a :

(z € [x0 = 6,20 +0]) = (If(x) — flzo)| <€)
Ainsi, on a montré que :
Ve > 0,30 > 0,Vz € I,(|z — x| <9) = (|f(x) — flxo)| < &)

ce qui signifie que f admet une limite en z¢ qui vaut f(zg).

#1 Exercice 4.26. On considére la fonction :

ffR—R
{ 1 six >0
T —> .
-1 sinon
dont le graphe est :
.............. Dt
f
.............. 1
al
3 2 1 0 1 2 3
.............. 2l
f admet-elle une limite en 07
#1 Exercice 4.27. On considére la fonction :
f:R— R
{ 1 siz=0
T —> .
0 sinon

dont le graphe est :
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1. Déterminer lim
r—0t

()

2. f admet-elle une limite en 07

& Remarque 4.14. Dans la proposition 4.11, on ne peut pas se contenter de dire que f admet

une limite en xg si et seulement si f admet une

limite & gauche et une limite & droite en xy qui

sont égales. En effet, il existe des fonctions admettant une limite a gauche et & droite en un point

2o qui sont égales sans admettre de limite en xg.

i)

Asymptotes

Définition 4.19. Soit f : I — R une fonction, soit xo € I NR. On dit que la droite d’équation
r =z est une asymptote verticale au graphe de la fonction f si :

lim f(z) = +o0 ou lim f(z) = +o0 ou lim f(x) =400 ou
T—Zo =T z—ﬂvar
lim f(z) = —o0 ou lim f(z) = —o0 ou lim f(z) = —o0.
T—T0 w—zy ezt
#1 Exercice 4.28. On considére la fonction :
fR\{1} —R
20— 1

Déterminer lim f(x). Que peut-on en déduire ?

rz—1+t

r—1"
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Définition 4.20. Soit f : I — R une fonction, soit £ € R. On dit que la droite d’équation y = £
est une asymptote horizontale au graphe de la fonction f si :

lim f(x)=1¢ ou lim f(x)=~¢.

Tr—>+00 T—>—00

#1 Exercice 4.29. On considére la fonction :
f:R\{1} —R
20 — 1

T — .
r—1

Déterminer lim f(z). Que peut-on en déduire ?
T—r—+00
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Définition 4.21. Soit f : I — R une fonction, soient m,p € R. On dit que la droite d’équation
y = mx + p est une asymptote oblique au graphe de la fonction f si :

lim (f(z) — (mx+p))=0 ou lim (f(z) — (mx +p)) =0.

Tr—r+00 T—r—00

& Remarque 4.15. En pratique pour déterminer si la droite d’équation y = mx + p est une
asymptote oblique au graphe de la fonction f, on utilise la caractérisation suivante : y = mx +p est
une asymptote oblique au voisinage de +00o (respectivement au voisinage de —o0) si et seulement si

I : _ , GO - _
wEI-Poo o =m et mgr_{loo(f(x)—mx) = p (respectivement mgrzloo o =m et Ill}rjl(ﬁ(f(x)—mx) =p).
#1 Exercice 4.30. Montrer que la fonction :

f:R\{-1} — R
32+
z+1

admet une asymptote oblique d’équation y = 3z — 2 au voisinage de +o0.
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IIT - Continuité

a) Continuité en un point

i) Définition

Définition 4.22.

1. Une fonction f : I — R est dite continue en un point xy de I si elle admet une limite
finie en xo et que cette limite vaut f(xq), i.e. :

Ve > 0,30 > 0,Vz € I, (Jz — o] < 0) = (|f(z) — f(zo)] <e).

2. Une fonction f: I — R est dite continue sur I si f est continue en tout point de I.

Notation. L’ensemble des fonctions continues sur I se note ¢°(I,R) ou €°(I).

#1 Exercice 4.31. On considére la fonction racine carrée :

f:[0,400[ — [0, 4+00]
T — /.

Montrer que f est continue sur [0, +o0].

I Exemple 4.2.
— Les fonctions cosinus et sinus sont continues sur R.

— La fonction valeur absolue :

fTR— R,

est continue sur R.
— La fonction exponentielle est continue sur R.

— La fonction logarithme In est continue sur |0, +ool.
#1 Exercice 4.32. On considére la fonction :

ffR—R

{ 1 six >0
T —> .
-1 sinon.

Montrer que f n’est pas continue en 0.
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ii) Opérations sur les fonctions continues en un point

La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point, alors elle n’est
pas nulle autour de ce point.

Proposition 4.12. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. Soit xo € I. Si [ est
continue en xzq et si f(xg) # 0, alors f ne s’annule pas au voisinage de xg, c’est-a-dire :

36 > 0,V € [xg — §, 20+ 0], f(x) #0.

Démonstration. Soit f: I — R, soit z¢ € I tels que f est continue en xqg et f(xg) # 0.
Comme f(x¢) # 0, on peut supposer que f(xzg) > 0 (le cas ot f(xg) < 0 se traite de la méme
fagon). Par définition de la continuité de f en xg :

Autrement dit en utilisant la proposition 1.11 :

Comme l'inégalité ci-dessus est vraie pour tout nombre réel strictement positif £, dans quel inter-
valle peut-on choisir € pour conclure la démonstration ?

|

Proposition 4.13. Soient f,g: I — R deux fonctions continues en xo € I, soit A € R, alors :
1. f+ g est continue en xq ;
2. \f est continue en xg ;

8. f X g est continue en xq ;

1
4. si f(xo) #0, ? est continue en xg.
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Démonstration. Cette proposition découle de la définition de continuité en un point et de la pro-
position 4.5 sur les opérations sur les limites. O

#1 Exercice 4.33. Démontrer la continuité des fonctions suivantes.
1. ¥n € N, on considére la fonction puissance :
f:R—R
T — "

2. Soit n € N et soient ag,a1,...,a, € R, on considére les fonctions polynomiales, i.e. de la
forme :

3. On considére les fonctions rationnelles, i.e. de la forme :
f:D—R

g(x)
T +— m

ou g et h sont des fonctions polynomiales et D =R\ {z € R | h(x) = 0}.

Proposition 4.14. Soient f: I — R et g: J — R des fonctions telles que :
— f)cJ;
— f est continue en xg € I ;
— g est continue en f(xg) ;

alors g o f est continue en xg.

Démonstration. Cette proposition découle de la définition de continuité en un point et de la pro-
position 4.6 sur la composition de limites. O

#1 Exercice 4.34. On considére la fonction :
fR—R
x — sin(x?).

Montrer que f est continue sur R.
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b) Continuité sur un intervalle

Théoréme 4.15 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : [a,b] — R une fonction continue
sur [a, b].
1. Si f(a) < f(b), alors :
Vy € [f(a), f(b)], 3c € [a,b], f(c) = .

2. Si f(a) > f(b), alors :

& Remarque 4.16. L’hypothése de continuité de la fonction sur le segment [a, b] est importante
sinon on pourrait se retrouver dans ce cas :

Démonstration. Ce théoréme peut se démontrer & 'aide de la méthode de dichotomie via la
construction de deux suites qui convergent vers le réel ¢ cherché. O

Corollaire 4.15.1 (Version la plus utilisée du TVI). Soit f : [a,b] — R une fonction continue
sur [a,b]. Si f(a)f(b) <0, alors 3c € |a,b| tel que f(c) =0.
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Démonstration. Ce corollaire se démontre en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires
avec y = 0. L’hypothése f(a)f(b) < 0 signifie que f(a) et f(b) sont de signes opposés. O

#1 Exercice 4.35. Montrons qu'une fonction polynomiale de degré impaire posséde au moins
une racine réelle. On considére f la fonction polynomiale suivante :

f:R—R

T —> ag + a1z + asx® + ... + apz”

avec n un entier naturel impair et ag, as,...,a, € R. Montrer que f s’annule en un point.

Corollaire 4.15.2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et strictement monotone.

1. Si f est strictement croissante, alors :
Vy € [f(a), f(B)],Tc € [a,b], fc) = .
2. Si f est strictement décroissante, alors :

Vy € [f(b)vf(a)] ,Jlee [avb]af(c) =Y.

Démonstration. Cette proposition se démontre en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires et
un résultat sur les fonctions strictement monotones que nous verrons dans un chapitre ultérieur. [

#1 Exercice 4.36. On considére la fonction :

ffR—R
x — exp(z) + .

Montrer que 1’équation f(z) = v/2 admet une unique solution sur R.
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Corollaire 4.15.3. Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I, alors f(I) est un
intervalle.

& Remarque 4.17. Si I = [a, b], cela ne veut pas dire que f([a,b]) = [f(a), f(D)]-

Démonstration. Soit f : I — R une fonction continue. Soient y1,y2 € f(I) tels que y1 < yo.
Montrons que si y € [y1, y2], alors y € f(I).

Comme y1,y2 € f(I), alors il existe x1,292 € I tels que y1 = f(x1) et yo = f(x2). Donc
y € [f(z1), f(z2)]. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 3¢ € I tel que y = f(c),
autrement dit y € f(I). |

Théoréme 4.16 (Théoréme de Weierstrass). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le
segment [a, b], alors :

1. f admet un maximum M et un minimum m atteints sur [a,b], i.e. Jxo, 1 € [a,b] tels que :
m= f(zg), M=f(x;) et Veel m< f(zx)<M;

2. f([a,b]) = [m, M], i.e. image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Démonstration. On admet ce théoréme. O

& Remarque 4.18.

— Ce théoréme se reformule de la fagon suivante : une fonction continue sur un segment est
bornée et atteint ses bornes.

— Ce théoréme permet notamment de justifier que la détermination de l'image directe d’un
segment par une fonction continue est un segment.
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IV - Dérivation

a) Notion de dérivée

Définition 4.23. Soit f : I — R une fonction. Soit xo € I. On dit que f est dérivable en xg
st son tauzr d’accroissement en xo admet une limite finie, i.e. si :

i 1@ = o)

T—T0 Tr — Zo

existe.

Cette limite est alors appelée nombre dérivé de [ en xg et notée f'(xo).

& Remarque 4.19. Soit f une fonction dérivable en x(. Le taux d’accroissement se réécrit aussi
de la fagon suivante :

lim flx) = flzo) _ lim flzo+h) — f(T/o)_
T—xo T — X9 h—0 h
Le nombre M est la pente de la droite passant par les points de coordonnées (o, f(zo))
r — X
et (z, f(z)).

Jusqu’a la position limite suivante :
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Le nombre dérivé f'(xo) correspond a la pente de la tangente au graphe de f au point d’abscisse
Zo.

#1 Exercice 4.37. Montrer que la fonction carré f est dérivable en zo € R et en déduire f’(zo).

Proposition 4.17. Soit f : I — R une fonction et soit g € I. [ est dérivable en xog € I si et
seulement si I\ € R, 3 € une fonction définie au voisinage de xqo telle que e(x) —— 0, tels que :
Tr—xTo

f(x) = f(xo) + Ma — x0) + (x — zg)e(x)  au voisinage de xg.

Dans ce cas, A = f'(xo).

Démonstration. Montrons deux implications.

(=) Supposons f dérivable en zy. On pose € : © — M — f'(z0), cette fonction est
Tr — X9

bien définie sur un voisinage de xg. On a e(x) —— 0 et comme, pour x au voisinage de
Tr—xo

f(x) = f(zo)

xo, e(x) = pra—

voisinage de x :

— f'(x0), alors en réécrivant cette formule, on obtient, pour z au

f(@) = f(xo) + f'(x0)(® — 20) + (z — x0)e(x).

(<) Supposons qu’il existe A € R et qu’il existe une fonction e définie au voisinage de x( et
tendant vers 0 quand z tend vers x, tels qu’au voisinage de zg :

f(x) = f(x0) + Mz — 20) + (z — m0)e().

Au voisinage de xg, on a :

Tr — X9 T—x0

Donc f est dérivable en zg et f/(x0) = A
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& Remarque 4.20.

— Cette proposition permet de retrouver le résultat suivant vu en premiére : la courbe repré-
sentative de f peut étre approchée par une droite au voisinage de zg, celle-ci admet pour
équation :

y = f'(@o)(x — z0) + f(z0)
et est appelée tangente a la courbe représentative de f en z.

— Si f'(zp) = 0 la tangente est horizontale.

— Si le taux d’accroissement tend vers l'infini quand z tend vers zq, la courbe représentative
de f admet une tangente verticale en x( et la fonction f n’est pas dérivable en x.

#1 Exercice 4.38. On considére la fonction :
f R —R"
3
T — —.
x

Déterminer ’équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 3.

& Remarque 4.21. En physique, le nombre dérivé s’interpréte comme la vitesse instantanée.

Proposition 4.18. Soit f: I — R une fonction et soit xg € I. Si f est dérivable en xg, alors f
est continue en xg.

Démonstration. Soit f: I — R, soit xg € I. On suppose que f est dérivable en x(, alors d’aprés
la proposition 4.17, au voisinage de zg, on a :
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Comment peut-on en déduire que f est continue en xq ?

& Remarque 4.22. La réciproque de ce résultat est fausse.
#1 Exercice 4.39. On considére la fonction valeur absolue :
f . R — RJ’_

Cette fonction est continue sur R donc en particulier elle est continue en 0. Montrer que f n’est
pas dérivable en 0.

Définition 4.24. Soit f : I — R une fonction. On dit que f est dérivable sur I si f est
dérivable en tout point de I. Dans ce cas, la fonction :

fliI—R
z— f'(z)

est bien définie et appelée dérivée de f.

Notation. L’ensemble des fonctions dérivables sur I se note 2'(I,R) ou 2(I).

d
& Remarque 4.23. La dérivée d’une fonction f se note f’ ou —f comme en physique mais surtout
d
x

pas 8_f (cette notation sera rencontrée plus tard).
x

#1 Exercice 4.40. Montrer que la fonction cube est dérivable sur R et déterminer sa dérivée f'.
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Dérivées usuelles.

Valeur de f(x) | Ensemble de dérivabilité Valeur de f'(x)
z% (a € R) R az®~!
vV R} :
x t N
exp(x) R exp(z)
In(x) R% -
cos(x) R — sin(z)
sin(z) R cos(x)
sin(z) ™
t = R\{ - +kr|keZ =1+ tan?
an(z) cos(x) \ { g ThT ke } cos?(x) + tan’(@)

& Remarque 4.24.
— Les fonctions puissances x — x® sont dérivables sur R si a € N et sur R* si a € Z \ N.

— Pour dériver une fonction avec une puissance dépendant de x, il faut passer a la forme

exponentielle. Par exemple, pour a > 0, la fonction :
ffR—R
z+—a”

est dérivable sur R et Vo € R, f(z) = a® = exp(xIn(a)) donc Vz € R, f'(x) = In(a) x a*.

#1 Exercice 4.41. On considére la fonction sinus cardinal :

f:R*—R
. sm(:c).
x

Montrer que f admet une limite en 0 & 'aide d’un taux d’accroissement.
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b) Classe de fonctions

Définition 4.25. Soit k € N*. Une fonction f : I — R est dite k-fois dérivable sur I si :
1. pour k =1, la fonction f est dérivable sur I, on note f) = f';

2. pour k > 2, la fonction f*=V est dérivable sur I, on note f*) = (f(kfl))

/

Notation. Soit £ € N*.

— L’ensemble des fonctions k-fois dérivables sur I se note 2%(I,R) ou 2%(I).

dk
— La fonction dérivée k-iéme se note f*) ou d—{: en physique.
x

d2
— La fonction dérivée seconde se note f(?) ou f” ou d—é
x

#1 Exercice 4.42. On considére la fonction carré :

f:R—>R+

ZL"—)SCQ.

Montrer que f est 7-fois dérivable sur R et déterminer pour tout k € [1, 7], f (k)

Convention. Soit f € ¥°(I,R), on note f) = f.

& Remarque 4.25. Soient k € N* et f : I — R une fonction k-fois dérivable sur /, alors pour
tout 0 < j < k, la fonction fU) est continue sur I.

Définition 4.26.
1. Soitk € N*. On dit que f : [ — R est de classe €* surl si f € P*(I,R) et f*) € €°(I,R).
2. Si f est de classe €F sur I pour tout k € N*, on dit que f est de classe € sur I.

Notation. Soit k € N*, I'ensemble des fonctions de classe €* sur I se note €*(I,R) ou €*(I).
L’ensemble des fonctions de classe °° sur I se note €°°(I,R) ou ¢>°(I).

IZ" Exemple 4.3. Les fonctions polynomiales, cosinus, sinus, exponentielle, logarithme sont de
classe ¥°° sur leurs ensembles de définition respectifs.
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& Remarque 4.26.

— On a les inclusions suivantes :
(1) > 2Y 1) D€ (1) > 2*°() > ...D¢"I) > 2" (1) > ... > ¢>).

— Le sens des inclusions est important, par exemple la fonction racine carrée est de classe €°
sur R, mais pas de classe 2 sur R, .

— Pour tout k € N*, si f € €*(I) alors f' € €F~1(I).

c) Opérations sur les dérivées

Proposition 4.19. Soient f,g € 2*(I,R), soit A\ € R, alors :
1. f+Xg€ PYIL,R) et (f+Ag) =Ff +Ag;
2. fxg€ D' (LR)et(fxg)=f xg+[fxg;

1 1\’ !
3. si g ne s’annule pas sur I, — € @%LR) et <_) = 79_2,
g

g g
/ / o /
4. si g ne s’annule pas sur I, ! € 2Y(I,R) et (i) = M
g g g

Démonstration. Les quatre points de cette proposition se démontrent de la méme fagon en utilisant
le taux d’accroissement. Montrons par exemple le deuxiéme point.

#1 Exercice 4.43. On considére la fonction :

f:]0,400] — R
xz+— zln(z).

Montrer que f est dérivable sur ]0,+oo[ et déterminer f'.

& Remarque 4.27. Il ne faut jamais dériver une fonction sans avoir justifié au préalable qu’il
s’agit d’une fonction dérivable.
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Proposition 4.20. Soient I et J deux intervalles non vides de R, soient f € ZY(I,R) et
g € 2Y(J,R) telles que f(I) C J, alors :

1. gofe 9Y(I,R);
2. (gof) =f xgof.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions telles que f € 21(I,R), g € 2 (J,R) et f(I) C J.

#1 Exercice 4.44. On considére la fonction :

h:RY — RE

1
T — exp (—)
x

Montrer que h est dérivable sur R* et déterminer h'.

Soit k € N*, si f,g € Z%(I,R), alors VA € R, (f +Ag) € Z¥(I,R) et (f + Ag)™® = f#) 4 xg®),
Les formules se compliquent avec le produit.

Proposition 4.21 (Formule de Leibniz). Soit n € N*, soient f,g € %"(I,R), alors
Fxge?e (IL,R) et :

n

=3 (D)0

k=0
n n _ n n— n n— n n
_ <O>fg<n> . (1)f<1>g<n . <2>f<2>g< SR ( >f< Dy ¢ ( )f< ).
n—1 n
Démonstration. Cette formule se démontre par récurrence sur n. O

& Remarque 4.28. Soient f,g € ¢"(I,R).
— Pour n =1, on retrouve la formule (f x g)' = f' x g+ f x ¢'.
— Pour n = 2, la formule donne (f x g)" = f"xg+2f xg + f xg".
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#1 Exercice 4.45. On considére la fonction :
f:R— R},
x> (2% 4 1) exp(z).

Montrer que f est de classe € sur R et déterminer VYn € N*, f(?),

d) Accroissements finis et extrema locaux

i) Extrema locaux

Définition 4.27. Soit f : I — R une fonction, soit xg € I.
1. On dit que f admet un maximum local en x( s’il existe un intervalle ouvert J contenant
xo tel que Ve € INJ, f(x) < f(xo).
2. On dit que f admet un minimum local en xy s’il existe un intervalle ouvert J contenant
xo tel que Ve € INJ, f(x) > f(xo).
8. On dit que f admet un extremum local en xy si f admet un mazximum local en xo ou un
minimum local en xq.

- mangmum local

Proposition 4.22. Soit f € 2(I,R). Soit zg € I. Si f admet un extremum local en xq, alors
f'(zo) = 0.
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& Remarque 4.29. La réciproque de cette proposition est fausse. Par exemple, la fonction cube
f a une dérivée qui s’annule en 0 et 0 n’est pas un extremum local.

Démonstration. Soit f € 2*(I,R), soit zg € 1.

admet un maximum local en xg.
Par définition de maximum local, on a :

Ve € INJ tel que x < g, quel est le signe de

Ve € INJ tel que x > xg, quel est le signe de

Comment peut-on conclure la démonstration ?

Le cas ou f admet un minimum local en zq se traite de maniére similaire.

On effectue la démonstration dans le cas ou f

[@) = I,

r — X

f(x) = f(xo) 2

Tr — X
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& Remarque 4.30. Lorsque x( est un extremum local, la tangente & la courbe représentative de
f au point d’abscisse x( est horizontale.

& Remarque 4.31. Dans la proposition précédente xg € I donc Zo ne peut pas étre au bord de
Iintervalle.

- minimum local

pas un extremum local
#0 Exercice 4.46. Soit A € R, on considére la fonction :

fL:R—R

x— 23 + Az

1. Montrer que fy et dérivable sur R et déterminer f3.

2. Déterminer si la fonction f) admet des extrema locaux en fonction de la valeur du réel A.
(a) Cas1:A>0.

(b) Cas2: A=0.
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(c) Cas3: A <0.
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ii) Théoréme de Rolle

Théoréme 4.23 (Théoréme de Rolle). Soient a,b € R tels que a < b et soit f : [a,b] — R telle

Démonstration. Soit f € €°([a,b]) telle que f € 2'(Ja,b]) et telle que f(a) = f(b). On distingue
deux.

— Cas 1:si f est constante sur le segment [a, b].

— Cas 2 : si f n’est pas constante sur [a, b], alors Iz € [a, ] tel que f(xg) # f(a). Supposons

par exemple que f(zg) > f(a).
Comme f est continue sur le segment [a, b], alors d’aprés le théoréme 4.16 :

Comme f(a) = f(b), alors :

Comment peut-on conclure la démonstration ?
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#1 Exercice 4.47. Soient a1, as, ..., a, € Rtels que a1 < as < ... < a,. On considére la fonction
polynomiale :

f:R—R
zr— (x—a1)(x —a2)...(x —ayn) Hzfak
k=1

Montrer que f’ s’annule n — 1 fois sur R.

I Exemple 4.4. Si on considére un mobile qui se déplace le long d’une trajectoire rectiligne et
qui revient & son point de départ, alors sa vitesse s’annule a un instant donné.

iii) Théoréme des accroissements finis

Théoréme 4.24 (Théoréme des accroissements finis). Soient a,b € R tels que a < b, soit
f:la,b] — R telle que :

— fe€([a,b)]);
— f€ 9% (a,b]);
alors 3c € ]a, b[ tel que f'(c) = f(b[); : (J;(a)

& Remarque 4.32. Ce théoréme signifie qu’il existe au moins un réel ¢ € ]a, b[ tel que la tangente
au graphe de f en ce pomt est parallele a la dr01te (AB) ol A (a, f( )) et B = (b, f(0)).

--1

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonc-
tion :

g:la,b] — R

x— f(x) —
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Corollaire 4.24.1 (Inégalités des accroissements finis). Soient a,b € R tels que a < b et soit
f i la,b] — R une fonction telle que :

— fe?([a,b]);

— fe€2'(ab]);

— A ER, Vo€ o b, |f()] < M;
alors |f(b) — f(a)] < M|b—a.

Démonstration. Soit f € €°([a,b]) telle que f € Z*(Ja,b]) et que IM € R, Vz € ]a,b], | f/(z)| < M.
En particulier, f vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements finis et d’aprés ce dernier,
il existe ¢ € ]a, b[ tel que :

f(0) — f(a)

7 =181

Or d’apreés la troisiéme hypothése portant sur la fonction f, on sait que Va € |a,b[, |f/(z)| < M,
en particulier, on a donc |f(c)] < M et :

‘f(b)f(a)

<M
b—a -

ce qui se réécrit : |f(b) — f(a)] < M|b— al. O
#1 Exercice 4.48. On considére la fonction sinus :

sin: R — [—1,1]
x — sin(z).

Montrer & aide de I'inégalité des accroissements finis que Va € R, |sin(z)| < |z|.

Corollaire 4.24.2. Soit f : I — R une fonction telle que f € €°(1) et f € 2(1).
1. f est croissante sur I si et seulement siVa € I, f'(x) >0;

2. f est décroissante sur I si et seulement siNx € I, f'(z) <0;

3. f est constante sur I si et seulement siVx € I, f'(z) =0.
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Démonstration. Soit f: I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I.
* Montrons le premier point. Montrons deux implications.

(=) Supposons [ croissante sur I. Soit zg € 1. ¥z > x0, quel est le signe de M ?
T — X9

Que peut-on en déduire ?

(<) Supposons que Vz € I, f/(z) > 0. Soient z,y € I tels que z < y, alors en appliquant le
théoréme des accroissements finis :

* Le deuxiéme point se démontre de la méme fagon que le premier point.
* Le troisiéme point découle du premier et du deuxiéme point. O

#1 Exercice 4.49. Etudier la fonction :

ffR—R
a3 x?
—+ = =2 2.
z»—>3+2 x +
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e) Plan d’étude d’une fonction

Ce chapitre nous permet d’obtenir les étapes a suivre pour étudier une fonction :

1. On détermine le domaine de définition et de continuité de la fonction.

N

On réduit I'intervalle d’étude de la fonction en utilisant les propriétés d’invariance du graphe
(parité, périodicité).

On étudie la dérivabilité, le signe de la dérivée et on construit le tableau des variations.

On étudie les limites et les asymptotes éventuelles.

On étudie les points remarquables (extrema).

A

On représente le graphe de la fonction.
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